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Ejemplo. 

Seis dados tienen sus puntos hechos de diamantes, y se sospecha que las caras 

de unos y doses pueden verse favorecidas por su poco peso relativo. 

Se han lanzado los 6 dados 64 veces y el número de veces que salió el suceso 

“sospechoso” se ve en la tabla siguiente: 

 

Vamos a comenzar por estudiar esta distribución de frecuencias: 

 

 



Antes de comparar esta distribución con la teórica que correspondiera a un 

dado bien equilibrado, ya tenemos una primera sensación: el suceso “uno-dos” ha 

aparecido 202 veces en los 64*6=384 casos posible, lo que arroja una proporción de 

0,526 “éxitos”, muy superior a “un tercio” que sería la teóricamente válida. 

 

Para hallar la distribución teórica para un dado equilibrado podemos simular 

la experiencia de lanzar 6 dados un millón de veces, con el programa: 

Sub unodos() 

n = Cells(2, 2) 

Dim conta(7) 

For k = 1 To 7 

conta(k) = 0 

Next k 

For i = 1 To n 

        numa = 0 

            For j = 1 To 6 

            x = Rnd 

            If x <= 2 / 6 Then numa = numa + 1 

            Next j 

        k = numa + 1 

        conta(k) = conta(k) + 1 

Next i 

For k = 1 To 7 

Cells(3 + k, 1) = k - 1 

Cells(3 + k, 2) = conta(k) 

Next k 

End Sub 

 

 



 

La media aproximada es igual a 2 y la varianza 1,333; parecen muy diferentes a las obtenidas en la 

muestra de los dados de brillantes; las evidencias parecen acumularse. 

 

Para tomar una decisión objetiva debemos realizar un test ji-cuadrado. 

 

 

 

Para medir la distancia entre una distribución de probabilidad teórica (por ejemplo, la correspondiente a 

un dado correcto) y la distribución de frecuencias observada en una muestra procedente de esa distribución 

teórica, se usa el estadístico ji cuadrado, cuya distribución apróximada es "ji cuadrado" con (k-1) grados de 

libertad, siendo k el nº de clases en las que se distribuye la muestra (6-1 en el ejemplo). 



Para concretar, vamos a medir la distancia entre la distribución de probabilidad correspondiente a una 

moneda correcta y la distribución de frecuencias observadas al lanzar 60 monedas. 

 

Empecemos por decir que el estadístico z tendrá una distribución "ji cuadrado" con 1 grado de libertad. 

Aunque las caras de la moneda  son 2, se pierde un grado de libertad por la restricción n1+n2=60. 

 

Vamos a utilizar una hoja. En la columna B escribiremos las probabilidades y en C calcularemos las 

frecuencias teóricas. 

 

También usaremos una macro. En B11 leerá el nº de experiencias: empezaremos por una experiencia 

única. Un bucle recorrerá los 60 lanzamientos: si el valor RND es ≤ 1/2 se incrementará en una unidad el depósito 

f(1);  si 1/2 < RND se incrementará f(2). 

 



La macro escribe las frecuencias observadas en la columna D y la hoja calcula el valor "ji 2" en la celda 

F6: =suma(F4:F5) 

También la macro calcula el valor z y lo escribe en A13. 

 

Veamos ahora el funcionamiento de la macro cuando el nº de experiencias es mayor que 1 (1000 por 

ejemplo). Un bucle exterior realizará todas estas simulaciones. Se pondrá a cero el depósito ji2 en el que se 

volcará el valor z. También pondremos a cero el vector f(k) en el que se depositarán las frecuencias observadas. 

 

Ya no se escribirán las frecuencias f(k) en la columna D y será sólo la macro la que calcúle el valor z y 

lo escriba en la columna A, a partir de A13. 

 



En B13 obtenemos el máximo de los valores z de la columna A, que nos permitirá juzgar los intervalos 

diseñados para distribuir la variable (columnas C y D). 

En la columna E obtendremos las frecuencias y en la F las frecuencias relativas. A efectos comparativos, 

en la columna G obtendremos los valores de la distribución "ji 2" con 1 grado de libertad: =1-DISTR.CHI(C13;1); 

es la probabilidad acumulada hacia la derecha. 

En la columna H se calcularán por diferencia las probabilidades exactas que podemos ver en la hoja o en 

el gráfico. 

 

Por supuesto no coinciden exactamente y la razón es doble: por una parte se trata de una simulación, 

pero además la distribución es siempre aproximada y será más perfecta cuanto mayor sea el tamaño n de la 

muestra. 

Vamos a ver que ocurre si subimos el tamaño de la simulación a 4000. 

 



En la tabla y sobre todo en el gráfico se observa que la aproximación es algo mejor. 

 

 

Vamos a hacer una última comparación con una muestra de 1000 monedas. 

Tenemos que entrar en la macro y ajustar el bucle del lanzamiento de monedas subiéndole de 60 a 1000. 

 

Y el gráfico. 

 



Para terminar con el caso de un grado de libertad vamos a presentar la distribución exacta desde varios 

puntos de vista. 

En EXCEL la función DISTR.CHI(x;1) devuelve la probabilidad acumulada a la derecha desde la abcisa 

x. 

Inversamente, INV.CHICUAD.CD(pr;1) devuelve la abcisa para una probabilidad acumulada a la 

derecha. 

Comenzamos por poner las probabilidades de los intervalos de amplitud uno: 

 

Y el gráfico correspondiente. 

 

Y las abcisas para unas probabilidades a la derecha dadas. 

 



Pasemos al caso de 2 grados de libertad. 

 

Vamos a medir la distancia entre la distribución de probabilidad correspondiente a un dado correcto y la 

distribución de frecuencias observadas al lanzarlo 60 veces. 

 

Los resultados los vamos a considerar en tres categorías: puntuación baja, el uno y el dos; media, el 3 y 

el 4; y alta, el 5 y el 6. 

Empecemos por decir que el estadístico z tendrá una distribución "ji cuadrado" con 2 grado de libertad. 

Aunque las categorías  son 3, se pierde un grado de libertad por la restricción n1+n2+n3=60. 

 

En la columna B de la hoja escribiremos las probabilidades y en C calcularemos las frecuencias teóricas. 

 

 

 

Tendremos que adaptar la macro. 

 

 

 

 



Y con 1000 experiencias. 

 

Y el gráfico que compara las frecuencias relativas de la simulación con las probabilidades exactas de la 

JI cuadrado con 2 g.l.. 

 

 

 



Vamos a presentar la distribución exacta para 2 g.l. desde varios puntos de vista. 

En EXCEL la función DISTR.CHI(x;2) devuelve la probabilidad acumulada a la derecha desde la abcisa 

x. 

Inversamente, INV.CHICUAD.CD(pr;2) devuelve la abcisa para una probabilidad acumulada a la 

derecha. 

Comenzamos por poner las probabilidades de los intervalos de amplitud uno: 

 

 

Y el gráfico correspondiente. 

 

 

 

 

 



Y las abcisas para unas probabilidades a la derecha dadas. 

 

 

Saltemos al caso de 5 grados de libertad. 

 

Vamos a medir la distancia entre la distribución de probabilidad correspondiente a un dado correcto y la 

distribución de frecuencias observadas al lanzarlo 60 veces. 

 

Empecemos por decir que el estadístico z tendrá una distribución "ji cuadrado" con 5 grado de libertad. 

Aunque las categorías  son 6, se pierde un grado de libertad por la restricción n1+n2+n3+ n4+n5+n6=60 

 

En la columna B de la hoja escribiremos las probabilidades y en C calcularemos las frecuencias teóricas. 

 

 

 

 

 



Una macro nos da el valor de z para una experiencia. 

 

Y para 1000 experiencias. 

 

Gráfico comparativo. 

 

 



Distribución exacta para 5 g. de libertad. 

En EXCEL la función DISTR.CHI(x;5) devuelve la probabilidad acumulada a la derecha desde la abcisa 

x. 

Inversamente, INV.CHICUAD.CD(pr;5) devuelve la abcisa para una probabilidad acumulada a la 

derecha. 

Comenzamos por poner las probabilidades de los intervalos de amplitud dos: 

 

 

Y el gráfico correspondiente. 

 

 

 

 

 



Y las abcisas para unas probabilidades a la derecha dadas. 

 

 

Bien, recordemos que tenemos una muestra de 6 dados “preciosos” que se han lanzado 64 veces, 

anotándose el número de veces que ha salido el resultado “sospechoso”, es decir uno o dos. 

 

Si los dados son correctos la muestra debería seguir una distribución binomial 

(1/3;6), cuyas frecuencias teóricas se muestran a continuación. 

 

 



Para hacer un ajuste JI cuadrado las frecuencias teóricas no deben ser menores que 5. 

 

 

La decisión debe ajustarse a la siguiente regla. 

 



Para 4 grados de libertad, los valores críticos a Niveles de significación alfa igual o más exigentes que el 

5% son: 

 

 

De modo que  hablar de rechazo de la posible naturaleza correcta de los “dados de brillantes” sería 

demasiado suave; habría que utilizar la expresión supuesta de Diderot según Galiani: 

-¡Estos dados están cargados, esta es la guarida de un estafador! 

 

Ya desde el principio vimos que la proporción muestral de éxitos  del suceso sospechoso “uno o dos” era 

mucho más alta que un tercio: 0’526. 

Es posible hacer un ajuste a este dato, es decir ajustar la hipótesis de que los dados producen el suceso 

sospechoso con probabilidad 0’526. 

La muestra seguiría una binomial (0,526; 6); por lo tanto:  

 

La prueba ji cuadrado sería: 

 



Hay que quitar no uno sino dos grados de libertad ya que la distribución sometida al test contaba con 

una proporción muestral, 0,526, estimada a partir del experimento con los dados de brillantes: nos quedan 5-2=3. 

Nivel de significación: el 5%, habitual en ciencias sociales. 

Valor crítico: 7,81. 

 

De modo que “no rechazamos” que la muestra proceda de unos dados cuya proporción de “puntos bajos, 

uno o 2” sea 0,526. 

 

Dicho de otro modo: las diferencias entre frecuencias teóricas y observadas pueden deberse 

perfectamente al carácter aleatorio del experimento. 

 

 

No debemos terminar sin decir que quizás no se debió asimilar el uno y el dos en el experimento, sino 

que debiera haberse contado con toda la información que las 6 caras del dado proporcionaban separadamente. 

 

Como no tenemos los dichosos dados podemos imaginarnos unos cargados en los que una parte de la 

probabilidad es fija,  y la otra va en progresión aritmética descendente; quiere decirse: 

 

 

 



Y podemos crear una macro que simule estos dados. 

 

 

 

 

Sub cargados() 

n = Cells(2, 2) 

Dim f(6) 

      For i = 1 To n 

       x = Rnd 

      If x <= 0.287083 Then f(1) = f(1) + 1: GoTo 700 

        If x <= 0.526 Then f(2) = f(2) + 1: GoTo 700 

         If x <= 0.71675 Then f(3) = f(3) + 1: GoTo 700 

           If x <= 0.859333 Then f(4) = f(4) + 1: GoTo 700 

             If x <= 0.95375 Then f(5) = f(5) + 1: GoTo 700 

                   f(6) = f(6) + 1 

700      Next i 

 

For k = 1 To 6 

Cells(3 + k, 1) = k 

Cells(3 + k, 2) = f(k) 

Next k 

End Sub 

 

 

 

Conviene comparar esa macro que genera dados tramposos con la que generaría dados equilibrados, en 

la que sí es posible utilizar un bucle. 

 

 

 



 

 

Sub correcto() 

n = Cells(2, 2) 

Dim f(6) 

      For i = 1 To n 

      x = Rnd 

         For k = 1 To 5 

         If x <= k / 6 Then f(k) = f(k) + 1: GoTo 700 

         Next k 

        f(6) = f(6) + 1 

700   Next i 

For k = 1 To 6 

Cells(3 + k, 1) = k 

Cells(3 + k, 2) = f(k) 

Next k 

End Sub 

 

 

Generamos una muestra de tamaño 60 de los dados cargados. 

 

 

 



El test JI2 no ofrece dudas. 

 

 

 

 

Incluso a un nivel tan exigente como el uno por mil el dado no pasaría como correcto. 

Recordemos que el nivel de significación alfa representa la probabilidad de error tipo I, es decir, la 

probabilidad de que un dado correcto sea rechazado como tal. 

 

Mediante la simulación podríamos responder a la pregunta sobre la  probabilidad beta de error tipo II, es 

decir la probabilidad de que un dado cargado se cuele como bueno. 

 

Concretemos la regla de decisión al nivel del 5%: 

-Rechazamos que el dado sea correcto si z >11,07. 

 

¿Cuál es la probabilidad de que nuestro dado cargado pase como equilibrado, es decir, produzca un valor 

z menor que 11,07? 

 

Una macro nos permitiría simular el valor de z cuando el dado está cargado y por tanto calcular cuantas 

veces le daríamos por bueno, para una regla de decisión dada, es decir para un determinado nivel de significación; 

según hemos quedado, al 5% daríamos el dado por bueno si si z <11,07.  

 

 

 

 



Sub ji25glcargado() 

Dim f(6) 

numexp = Cells(11, 2) 

For i = 1 To numexp 

ji2 = 0 

    For k = 1 To 6 

    f(k) = 0 

    Next k 

      For j = 1 To 60 

      x = Rnd 

      If x <= 0.287083 Then f(1) = f(1) + 1: GoTo 700 

        If x <= 0.526 Then f(2) = f(2) + 1: GoTo 700 

         If x <= 0.71675 Then f(3) = f(3) + 1: GoTo 700 

           If x <= 0.859333 Then f(4) = f(4) + 1: GoTo 700 

             If x <= 0.95375 Then f(5) = f(5) + 1: GoTo 700 

                   f(6) = f(6) + 1 

   700   Next j 

For k = 1 To 6 

ji2 = ji2 + (f(k) - 10) ^ 2 / 10 

Next k 

Cells(12 + i, 1) = ji2 

Next i 

End Sub 

 

 

Los resultados de la simulación dan una probabilidad de error tipo II, es decir de que se cuele nuestro 

dado cargado como bueno, del 10% aproximadamente, lo cual es aceptable. 

Tendríamos una prueba que rechazaría el 5% de dados equilibrados como cargados (error I) y aceptaría 

el 10% de los cargados como buenos (error II); teniendo en cuenta que la muestra es muy económica (solo 60 

lanzamientos) se puede considerar una balance adecuado. 

 



Veamos que pasa con un nivel de significación más exigente: al uno por mil rechazamos que el dado sea 

correcto si z >20,515. 

Quiere decirse que ahora los dados buenos pasarán en un 999 por mil, o sea que solo una vez entre mil 

nos equivocaremos rechazando un dado equilibrado. 

 

El problema es que la simulación nos dice que en torno al 60% de dados cargados se colarán como 

buenos. 

De modo que al exigir que el error I se reduzca drásticamente hemos provocado que el tipo II se 

multiplique. 

 

Para mejorar un indicador sin empeorar el otro hay que actuar en el presupuesto; quiere decirse que hay 

que aumentar la muestra. 

 

Como dijo Tagore: “si cierras la puerta a todas las mentiras dejarás fuera a la verdad”. 

También pudo decir: “si cierras las ventanas para que la verdad no escape de tu casa, terminarás rodeado 

de mentiras”. 

“Tanto monta desatar como cortar”.  


